
19-1 

19.

,

.

,

,

.

.1.

,

.

,

, -

,

Mb, . -

-

,

.

-

, -

,

.

,

.

, ,

 ( ).

,

.

.1

.2

Veso
Note
За бърз достъп до конкретно място в материала, отворете позиция "Bookmarks" от лентата в лявата част на екрана!



19-2 

.

 (“ ” – , .2).

,

,

 (

):

 = G :  (1) 

 G 

 – 

. , -

,

.

 ( )

 (

).

, ,

, -

,

,

 ( . 3 ). -

 ( . 3 b),

,

.  ( . 3

)   ( . 3 b). 

, e

 ( ),

,  ( ). . 3 b

, . . -

.

,

.  e .

,

 ( ).

. ,  ( )

 ( )

,

.

a) 

  b) 

.3



19-3 

,

.

.

 ( ).

,

.

,

b ( .3 .4). ,

, , . b,

d ,

+d , . . b d .

, . 3 .

. 5 -

, -

b,

.

,

.

,

-

-

 AD, .

ABD

BD  

BD = AB tg    (2) 

d

b :

BD = d  .   (3) 

.4

.5



19-4 

, = d

tg ,  (2)  (3) ,

AB tg  = d  ,   d  = d     
dx

d  . (4) 

dx

d

, . .

dx

d   (5) 

 (4)  (5)                       

 = . (6)

 (6) (

)  (1) ( ),

:

 = G . (7)

.

, .

,

,

d .

.6 d ,

. ,

. -

,

. ,

=  d . (8) 

d  =  d . (9).6



19-5 

,

 (9) :

AA

xx dPdMM ,

A

x dM  . (10) 

-

d

d /,

.  ( .7).

d /,

d ,

, d + d /=0.

0
A

dPR .

 (7)  (10) :

A AA

x dGdGdM 2

C

A

Id2

. ,

Cx IGM ,

C

x

IG

M . (11) 

.7



19-6 

 7 

,

 11: 

 = G 

C

x

IG

M  ,  = 

C

x

I

M .  (12) 

IC

. D ,

IC=
32

4D .

 (12) , -

.  8

 8

.

-

,

= =D/2.

=
max

c

x

J

M  =  

max

c

x

J

M =

c

x

W

M

WC =

max

cJ

-

, -

.

D -

WC=
16

3D .

a) 

)

. 8 



19-7 

 ( . 8 )

WC= )1(
16

2

)1(
32 4

3

4

D

D

D

,

D

d .

,

:

 = 

c

x

GI

M .

,

 (5) :  

 = 
dx

d .

 = 
dx

d  =

c

x

GI

M  ,       d = dx
GI

M

c

x .  (1) 

 (1) 

.

-

. -

 ( .1)

,

1 -

1

0
1

x

dx
GJ

M
x

c

x .      .1



19-8 

0 L,

, IC,  ( .1),

,

c

x

c

x

GJ

xM
x

dx
GJ

M
x

1
1

0
1

          

c

x

c

x

GJ

LM
L

dx
GJ

M
L

0

.1   (L) = , . .

.

G IC ,

F.

L , li,

i

GiIic=GIic ,

 ( .2):

(L) =
n

i ci

iix

cn

nnx

c

x

c

x

GJ

lM

GJ

lM

GJ

lM

GJ

lM

12

22

1

11 ...  (2) 

, – .

.2



19-9 

,
,

- -

,
.

 . (1)

,

. -

, 0,75 , -

0,6 .

=

c

x

W

M  ,  (2) 

( ), –
.

 (2)  (1), 

=

c

x

W

M  .  (3)

,  ( ) ,
:

 ( );

 ( ).
,

,  (3) 

c

x

W

M WC xM .

,

WC=
16

3D ,

D :

D 3
16 xM

 (4) 

WC= )1(
16

2

)1(
32 4

3

4

D

D

D

,
D

d ,



19-10 

D 3
41

16 xM
 (5) 

,

,   (6)

,

C

x

IG

M .  (7) 

 (7)  (6), 

,

C

x

IG

M .  (8) 

,

IC= 32

4D

  ,  - IC= )1(
32

4D

,

,  (4)  (5): 

D
4

32 x

G

M ;   (9) 

D
4

4 )1(

32 x

G

M   . (10) 

,

, .

 (4),  (9), 

- . ,

,

,  (4) 

,  (5) .

:
1

.1

,

1=900Nm, 

M2=3600Nm, M3=1500Nm, M4=1200Nm.

                                                
1

 “ ”, . . , , , 1992 ., .181

. 1 



19-11 

G=0,8.1011 ; -

=300.105  -

=0,004rad/m.

:

1. .

2. .

3.

.

:

1.

,

( .2). -

:

 ( .3)

0xM 011 cMM

11 MM c mNM c /9001

 ( .4)

0xM 0221 cMMM

212 MMMc mNMc /27002

 ( .5)

      0xM

      03321 cMMMM

      
3213 MMMM c

      mNM c /12003

.6  – 

, -

. ,

2700 Nm (

).

.2

.3

.4

.5

.6



19-12 

2. - ,

:

D 3
16 xM

D

2
3

5
10.7,7

10.300.14,3

2700.16

 [ ] .

,

:

D 4
32 x

G

M
;

D

2
3

11
10.6,9

10.8,0.004,0.14,3

2700.32

 [ ] .

- . D=10-1m=10 cm.

IC=

6

4
10.8,9

10.32

14,3

 [ 4] . 

3.

(L) =

cn

nnx

c

x

c

x
n

i ci

iix

GI

lM

GI

lM

GI

lM

GI

lM
...

2

22

1

11

1

     

                             

3

1

3

611
10.6)2,0.12005,0.27003,0.900(

10.8,9.10.8,0

11
radlM

GJ
iix

c



20-1 

20.
1

,

,

.

 (  5-10 )

.

. ,

. ,

, -

, .

, , ,

.

. -

,

.

, ,

,

.

.

.1

, -

 –  1. -

, ,

:

 2, , -

 (

),  3, 

 (

).

1
 e  “ . , . , . , , 1985” 

“ . .  , ”, , .,1966

. 1 

Veso
Note
За бърз достъп до конкретно място в материала, отворете позиция "Bookmarks" от лентата в лявата част на екрана!



20-2 

( ),

 ( , , ).

-

-
. .2

-

. ,

.

( .2 )

 ( )
,

.
.

. -
t  ( .3). 

.

:
- m min ( )

;

-

2

minmax
m

;

-

2

minmax
a

;

-

max

minr .

,
. .

. 2 

. 3



20-3 

:

= m+ ;   = m- .

-

m min

, .
 ( .3)  (

).

-

m  = min = - ,
( .4).

m=0;   = = r = -1.

-

m min ,
( .5).

= m; r=0  ( .5 ) r =   ( .5b).

 ( .6)

m   =  min = ; = 0;  r=1. 

,
,

.
r
 –  + .

, .

. 4 

)                      . 5                  b) 

.6



20-4 

.

 (
) , ,

.
. - -

.
. 7 

,

.
:

 1 
2  ( -

).  3 -

 4, 

 5. -
,

,  ( .8). ,
,  – ,

 ( .9).

 ( . )

 (
).

. -

.D -
.

.
.7

 6. 

. 7                    . 8 

. 9 



20-5 

:
6  8 ,  6  10

. ,

1 (1- ),

- ,
. ,

 N1.
. 10 

.1. -
,

-

2, - 1.

-
N2 ( .2 . 10). -

-

, ,

.

,
, ON.

,
r.

. r, r

. . 10 
,

-1.

-
.

.
.

,  10
8

.

.
,

-1 .

-1= (0,40÷0,45) ; -1=0,40 ;

-1= (0,24÷0,50) .

.10



20-6 

, - :

- .
 ( ,

, )
.

- .
.

, - ,
-
 ( .9 – 

) .

- .

.



24-1 

24.

-

,

.

, ,

, ,

. ( .1).

,

,

.

, , ,

. - ,

,

( ). ,

.

, ,

 ( ).

-

.

,

 ( , -

, ).

 (  1/20 

),

 ( .2)

. -

,

. ,

,

.

.1



24-2 

. 2 

,

,

.

.

:

,

-

;

-

,

-

,

;

 (

- -

).

.3

, O ,

.

-

-

 ( .4

a b),

.

. 2

. 3 

a)                                                         b) 

.4



24-3 

-

.

CD dlo,

M,

-

 ( .5).

,

M -

M. o = dlo.

 : 

PM1 = Ao M = M dlo,   ,      (1) 

PM2=Ao( M+ M)=( M+ M) dlo,  CD.  (2) 

BC AD dl ,

o

-

 ( .6). , -

O

-

O.  = dl .

 : 

P 1 = AM  = dl , ,  (3) 

P 2=AM( + )=( + ) dl , D. (4) 

:

-

tM
 ( .7) –

0
MtP ,

012

t

M

t

M PP ,

2
cos

2
cos)( MMM

MM d
dlo

d
dlo

,

M = 0 PM2 = PM1 = M  dlo  (5) 

. 5 

. 6 

. 7 



24-4 

-
tO

 ( .8) –

0
OtP ,

012

t

O

t

O PP ,

2
cos

2
cos)( OOO

O

M

O

M

d
dl

d
dl

,

O = 0   PO2 = PO1 = O  dlM .         (6) 

-
 ( .7 .8) -

0nP ,

02121

n

M

n

M

n

O

n

O PPPPN .    (7) 

, , :

MO dldlpN  - , ,

MOdldl ;

2

d
sin

2

d
sinPPP O

MO
O

O1
O1O2

dlnn

 - -
;

2

d
sino

2

d
sinPPP M

M
M

M1
M1M2

dlnn

 - -
.

 (7), :

0
2

d
sin2

2

d
sin2-p M

OM
O

MOOM dldldldl
. (8) 

, MMM ddl  , OOO ddl , 2

d

2

d
sin MM

2

d

2

d
sin OO

,  (8) :

0
2

d
2

2

d
2-p M

OM
O

MMOOMM dddd OO
.

. 8 



24-5 

:

0dd- MOMOMMOOMM ddddp OO  , 

0
dd

-p
OMM

MO
M

OMM

OMM
O

dd

d

dd

d

O

O

O

,
:

p
O M

MO

. (9) 

-
, -

 ( )
-

,

- M=  ( . 9). 

,

=R. 
 (9), 

:

pR
OM ,0

. (10) 

     

 = R
2

( . 10). 
-

N = M 2 R .
,

M 2 R = R
2

R

Rp
M

2

2

,

. 9 

. 10 



24-6 

2

pR
M

. (11) 

 (10)  (11) ,
- .

,
, .

,
.

pR
O

pR

 . 

, - ,
, .

,

-

2

pR pR

2 .

( .11).
 (9) 

p
O M

MO

2

pR
MO

.

,

-

 ( ). ,

- ,

- .

. 11 



25-1 

25.

0A

P
, ,

 ( .1). 

, ,

.  " "

l

b  h.

. -

,

,

. VIII

,  " ".

.

.

,

 " ",

,

.

-

, .

,

 ( .2). 

,

.

,

 ( .3).

.1

.2

.3



25-2 

, .

,

 ( .4)

,

.

,

,  (

) .

, - ,

, ,

.

-

,

-

 ( .5). 

.

.

 ( .6).

,

.

-

,  “

”, .

,

 ( .7).

.4

. 5 

. 6 

. 7 



25-3 

. ,

, , -

. ,

, ,

. ,

, ,

. ,

, , , ,

.

 ( )

.

,

 ( .8).

, -

-

-

, -

:

E Imin  z'' = -M

. ,

.8,  ( . ),

M  = Pkp z. 

E Imin  z'' = -Pkp z 0z
EI

P
yz

min

kp .

2

EI

P

min

kp ,

02zyz ,

z = A cos(kx) + B sin(kx).

.

.

.8



25-4 

1. .

, x=0 z=0.

,

0 = A cos(k0) + B sin(k0)=A + 0,       =0.

z = B sin(kx).

2. .

, x=l z=0,

B sin(kl) = 0.

:

1-  - =0. =0,

z=0,  - 

.

 - .

.

2-  -  sin(kl) = 0. , kl

kl=0,  , 2 , 3 ,…n , n .

kl=n ,
l

n
k .

, 2

EI

P

min

kp .

,

2

l

n

EI

P

min

kp     2

2

2

n
l

EI
P min

kp
.

, n,

.

- ,

. n=1

2

2

l

EI
P min

kp
.



25-5 

, .

, -

-

:

-

. , -

,

,

- ,

,

-  ( .9). ,

, ,

, .

.8,

, ,

.

.

l

2

2

l

EI
P min

kp
.

 s=( l)

.

:

1.

 -  = 2 ( .10).

2.  -  = 1 

( .11).

3.

 - =0.7 ( .12). 

4.  - =0.5 ( .13). 

.9

.10

.11



25-6 

.14

,

.

,

, ,

.

 (

),

 - 

mini

l , imin

F

I
i min
min

(F - ).

,

( ). ,

, ,

, , .

.12 .13

. 14 



26-1 

26. .

. .

 " "
- " ",

. -  - 
 ( ),

, - .
- ,

, ,  (
- , ).

-  - 
,

.
.

, .
. -

.
-

 - ,
, , .

, , ,
. ,

. -
,

, ,
.

-
.

 - , - ,
, ,

.
.

,
,

.   

r
. .  ( -

, .1). ,
,

,
 ( ) - -

.1



26-2 

. ,
 ( , , )

 ( ).
 ( , ),
. .

, . , -
,

. . -
 (t). 

, -
 ( )

.
,

,
r=r(t).

.

,

. .

-
. ,

. ,
. . ,

( .2).

 ( .3):
- t,

, - r.
- t1, ,

1,
- r1.

t = t1-t.

. r, r = r1-r .

, ,
.

.2

.3



26-3 

- ,
, .  : 

t

r
Vcp

.

, ,

r.
 [m],  -  [s], 

s

m
Vcp

.

.3 , t, -
-

 ( r)  ( -
. . 1,

).

( t 0), ,

( r 0). Vcp

,
t VM

( .4):

dt

dr

t

r
limV tM 0

.

- .

r

. . ,
,

.

-
- -
,

-
.

 ( ),

,
-

,
, i

. 4 

. 5 



26-4 

, j Y k Z ( . 5), 
. ,

- r Z -
k. , rZ - k,

Zr. rZ

rZ = Zr k .

 : 

rX = Xr i,

rY = Yr j,

Xr rX - i,
Yr - rY - j,

 XM, YM, ZM,
-

 ( .6).
-

 - 
 (t). 

XM = x(t) , 

YM = y(t) , 

ZM = z(t) . 

,
 ( ),

 (
-  XM = x(t)  YM = y(t) ).

,
,

 XM=x(t).

, t
.

 - 
.

,
.

.6



26-5 

 XM = x(t) , YM = y(t)  ZM = z(t)

t. ,
.

, .

.

.
, ,

.
,

-

rM = XM  i + YM  j + ZM  k 

:

rM (t) = x(t) i +  y(t) j + z(t) k. 

,
 (  - 

,
- ), 

:

k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

dr tttM .

,
dt

drM

. . vx, vy vz

 ( .7). -

vM = vx i + vy j + vz k.

,
:

dt

dz
v

dt

dy
v,

dt

dx
v

t
z

t
y

t
x

,

.

. 7 

. 8 



26-6 

,
 ( .8)

                                            222
zyxM vvvv .

,
 ( : -

). ( .8)

M

x
xM

v

v
)v,̂vcos(

.

:
M

y
yM

v

v
)v,̂vcos( ,

D                                 

M

z
zM

v

v
)v,̂vcos( .

,
.

,
(S)  ( .9). -

S

S = S (t) . 

S,
, L

 ( .10).

. 9 



26-7 

-

,

( ,
, ,

).
-
-

 - 

1

t ( .11).
, -

S
,

- r .
, r S.

,
S t. -

:

rM = r(S) = r[ S(t)].

,
dt

dr
VM

, :

dt

dS
.

dS

dr

dt

tSdr
VM

.

dS

dr ,

S

r

0S :

S

r
lim

dS

dr
S 0

.

, , - ,

r - S. , . 1 -

. , r S - .

0S , r S,
10

S

r
lim

dS

dr
S

.

.10

. 11 



26-8 

,

dS

dr ,

S.

dt

dS
VM

.

,

dt

dS

v .

dt

dS
v    vVM

.

-
-

-

VM

,

-
,

-
 ( .12). . 12 



28-1 

28. .

-

 – -

, -

-

.

-

.

,

-

-

.

,

,

.

-

:

,

 ( .1).

,

,

,

,

( .2).

,

 ( .3). 

 - 

,

.

.1

. 2 

.3

Smirna Hristova
Rectangle



28-2 

,

. -

.

( . 4) 

222
ABABAB ZZYYXXAB ,

222
BCBCBC ZZYYXXB 222

ACACAC ZZYYXXAC ,

. -

.

, ,

.

.

, -

.

. -

 ( ) ,

- .

, ,

, .

.1

, , ’ ’, ’’ ’’ . . , . .

, .

. ,

 ( . ).

. 4 



28-3 

-

. rA. -

 ( . )

rA

( .2):

               r  = rA +   . 

-

 ( ),

. ,

 (

 - -

).

= const (

)

, -

rA=r(t) 

. ,

r  = r(t) + 

.  (

).

-

. , -

:

dt

d

dt

)t(dr

dt

dr
V B

B
.

V
dt

)t(dr
0

dt

d   , VB=VA.

:

A
AB

B a
dt

dV

dt

dV
a .

,
.

.1

.2



28-4 

,

. ,

( , .1).

 - 

, ,

.

,

,

,

.

.

 (

),  - 

,

 ( .2). ,

,

.

,

,

.

.

,

,

.

:

 = t

,

.

,

t (

, .2).

.1

.2



28-5 

cp

 ( ):

t
cp

.

dt

d

t
lim t 0

,

. .

, ,

,  [rad/s]. 

 [s
-1

].

,

, ,

. t

 , , , -

t
cp  [s

2
].

dt

d

t
lim t 0

.

,

, .

,

 ( ), 

 ( )  ( )

.

. :

, .

, R  ( .1).

,

.



28-6 

, o-

.

. ,

. .

S,

:

ROMS .

 VM

,

 (  - )

R
dt

d
R

dt

d
R

dt

dR

dt

dS
VM .0.. ,

. .

.

,

( .2).

-

VM

:

R
dt

d
R

dt

dR

dt

dV
a M 0 .

, :

2

22

R
R

RV
a M

n
.

:

42222222
RRRaaa nM

.

    42RaM
.

. 1 

. 2 



29-1

29. .

.

,

,

.

C ( )
D ( )

.1
, -

,
.

CD

,
.

, , -
.D -
,

. ,

, , -
.

,
.

, -

,
.

 (
)  ( )

,  -  ( ) -

 ( .2).

 – -
.

,
,

.

.

,
:  =f1(t)

 =f2(t).

.1

.2



29-2 

,

.

 =f1(t),     =f2(t),       =f3(t); (t- ),
. -

,  – .
 ( . , .3)

VA  ( )
V

A
M,

 ( ).

V  = VA + V
A

M .

:

   V
A

M = x ,

V  = VA + x .

,

 (VA=0), . x
 – 

. ,
,

 ( ).
.
.

.

 ( . . ) ,
 ( .4).
 ( )

,
. .

. .
-

:  = VA/    

                        = V / .

,

V =  . 

.3

. 4 



29-3

 ( .5)

-

 ( )

,

-

. ,

, -

.

VA V

,

. . ,

. .

- -

.

,
,

,

,

.

-

, -

, ( .7).

. 5 

. 6 

. 7 



29-4 

.

( .8).  (
)

 ( -
). ,

,
 ( ),  - . ’.

,
.

.
.

.

,
.

,
,

. .8 . ’,
-

.  , . . .
, -

,
, .

-

;

-

V =  R, 

 R e 

-

;

-

V =  R, 

 R e 

.8



30-1 

30. .

,

( .1).

, .

,

. .

, .

,

, . .

,

. . .3

,

R . . -

,

, .

-

, .

,

 ( )

, -

.

, -

( .4).

.

,

,

 ( .5).

,

,

( .6).

.1

.2

. 3 



30-2 

xyz ( .7). 

.

t .

:

 = f1(t), 

= f2(t), 

= f3(t). 

, .

,

R
dt

d
RV ,

, R -

 ( .8).

,

, -

R
dt

d
RV ,

  e , R

 ( .8). 

             .4                                 .5                            .6

.7

          .8

          . 9 



30-3 

, ,

.

. ,

,

R

R ,

RR ,

V  = V .

,

.

VM = V  + V  = 0,

. .

k,

.

,

k

 ( ).

, . .

.

,

. ,

.

-

.

.

,

,

,

.

,

, . .10



30-4 

,

( )  ( . ' .10).

,

:

, ,

,

 ( .28-1).

X ' = x(t) ,

Y ' = y(t) ,

Z ' = z(t) .  

 = f1(t), 

= f2(t), 

= f3(t). 



31-1 

31.

, -

. ,
. .

. ,
,

. ,
.

,
.

-

 ( )
, ,

 ( ) -

,
 ( .1).

- a rM ( .2),
-

a . ,
,

, -
,

 ( ).
. -

-
,

tfrM 1
.

.2 , -
.

M rr .

,
, rA - 

 ( ) .
,

,
,

.
:

.1

.2



31-2 

 - 
.  ( -

) .

 ( )  - 
.

( ) .

.
-

. .

 (" " ).

. .

" " ,
.

.
-

:
,

, . ,
.

-
- -

.
,

-  ( .3).

z

 ( .4).
:

 – -

 ( , .5).

= (t).

dt

d
V .

 - 
z

( .6).

.3

.4

.5

.6



31-3 

= (t),  –
dt

d .

 ( ,
):

V .

 - 

Va

.

 ( .7).

Va =  V  + V .

. ,
-

, ,
. ,

,
, ,

. , aa

a ,
a a :

aa = a  + a + a .

,

,
,

.
,

, .
:

 ( .1). 

:

.7

.1



31-4 

)
,

1, 2 3 –  ( .2). 
, -

 – -
. -

:

- =2 .V .sin ( -
 V )

-  – 
,  V ;

-  – , ,
 (

), V

( .3).

,

3, 2 1 – .
,

.

)
 ( -

, .5) -

,

-
-

-
.

-
a-
-

) ).

.2

.3

.4

.5



32-1 

32.

.

 " "

.  " "

.  - " ",

.

, , ,

:

– -

, .

– , ,

.

,

. ,

,  ( )

 (

):

,

-

( .1).

m

P
a = .

, -

, - .

, -

,

, .

G ( )

( .2).

,

,  g 9.81 m/s2, 

g 9.78 m/s2  g 9.83 m/s2 

.

. 1 

. 2 



32-2 

-

 = -ma 

,

, -

 . 

, 0 : 

 -  = 0. 

,

:

 +  = 0. 

 (

 D’Alembert): 

, ,

,

.

 D’Alembert 

,

.

:

,

:

:

 = 3 sin(  t ) ;  y = 5 cos(  t). 

, -

:

,

,

. ,

:

)tcos(
y

)tsin(
x

5

3  , 

. 3

. 1



32-3 

:

)t(cos
y

)t(sin
x

2
2

2
2

5

3

. :

)t(cos)t(sin
yx 22

22

53

 sin
2
(  t ) + cos

2
(  t) = 1, 

:

1
53 2

2

2

2 yx
  - .

 ( .1).

.

1.

ma = P

.

m ax = Px m ay = Py 

2.

.

 = 3 sin(  t ) 

Vx = 
dt

dx
 = 3 cos(  t ) ; 

ax = 
dt

dVx
= -3 sin(  t ) 

y = 5 cos(  t) 

Vy = 
dt

dy
 = -5 sin(  t )  

ay = 
dt

dVy
= -5 cos(  t ) 

3.

.

Px = - 3 m sin(  t ), Py = - 5 m cos(  t ) 



32-4 

 (t=0; t=1s; t=2s; 

t=3s . ., .2).

,

22

yx PPP .

,

.

:

V=Vo.

 ( , )

, - -

 ( ). 

:

XOZ

 (Xo=0  Zo=0, .1).

,

,  G 

( 2). z,

,

=0 z= -G.

,

=P

:

Gmama zx ;0

           gaa zx ;0 .

. 2 

.1

.2



32-5 

-

.

.

1.

:

,
t=0

( .2)

)cos(

;;0

OOxx

x
x

x

VVV

constV
dt

dV
a

)sin(

;0)sin(

;

2

2

Oz

OOz

z

z

z

VgtV

CVV

CgtVg
dt

dV
a

2.

:

3

4

, t=0

( .2)

)cos(

;00

;)cos(

);cos(

3

3

tVX

CX

CtVX

V
dt

dX
V

O

O

O

Ox

)sin(
2

;000

;)sin(
2

);sin(

2

4

4

2

tV
gt

Z

CZ

CtV
gt

Z

Vgt
dt

dZ
V

O

O

O

Oz

,

z tH
, .

. 3 



32-6 

tH ,

, :

g

V
t

Vgt

O

O

)sin(

0)sin(

 tH Z:

)sin(
2

2

tV
gt

Z O t=
g

V
t O )sin(

 H=Z ;  

g

V

tV
gt

O

2

)sin(

)sin(
2

2

2

.

L

,

tL

,

.

tL
,  (t=0)

 (t=tL)

Z  ( .4).

)sin(
2

2

tV
gt

Z O

g

V
t

tV
gt

O
L

LO
L

)sin(2

;0)sin(
2

2

 tL x:

)cos(tVX O t=
g

V
t O
L

)sin(2

g

V

g

V
L

tVL

OO

LO

)2sin()cos()sin(2

);cos(

22

- L sin(2 )=1 
2

2 ,

4
,        = 45

o
.

. 4 



33-1 

33.

, m v,
mvq  (

, .1).

,

s

mkg.  .

q

: = .

dt

dv
a :

dt

dv
mP , -

 ( ,
):

dt

mvd
P .

 - 
, .

-
. ,  - 

:

dt

mvd
P dqPdt ,

:
2

1

2

1

t

t

t

t

Pdtdq
2

1

12

t

t

Pdtqq .

2

1

t

t

Pdt I .

:

Iqq 12 ,

:     
, .

,

 - :

.

,

,

12

12

12

zzz

yyy

xxx

Iqq

Iqq

Iqq

.1



33-2 

, m v

,

: qrK M
O

 ( .1).

,
,

,

s

mkg 2.  .

,

,
.

,

qrK M
O

:

dt

qrd

dt

Kd M
O

dt

dq
rq

dt

dr

dt

Kd M
O .

,
:

- q
dt

dr .

- v
dt

dr .

mvq .

mvvq
dt

dr . v mv  ( mv v,

, m). 

0mvv .

-
dt

dq
r .

dt

dq .

:
                    

Pma
dt

vd
m

dt

mvd

dt

dq .

-
, :

dt

dq
rq

dt

dr

dt

Kd M
O Pr

dt

Kd M
O 0 .

.1

.2



33-3 

, ,
, ,

, :

OPr  ( .2).

O

M
O

dt

Kd .

,
:

.
,

,  - 
:

constK
dt

Kd M
O

M
O 0 .

.

( .175  [4]) 
:

 ( .1),
.

R0  120 .

,
R=0.5Ro.

.

:

:

O

M
O

dt

Kd ,

 ( z
.1).

.
- G. z ,

: Mz
G
=0. 

- . z . 1,
: Mz =0. 

- . z . ,
: Mz =0.

,
:

Mz = Mz
G
 + Mz  + Mz = 0, 

.1



33-4 

:

constK
dt

Kd M
z

M
z 0 .

 - 

, ,
:

=  . 

 ( .2):
-   - -

R0 o,

v0 = R0 o.

= R0 v0 = R0
2

o.

-   -  R1

1, v1 = R1 1.

= R1 v1 = R1
2

1.
:

R0
2

o = R1
2

1 , 

02
1

2
0

1
R

R
,

,  R1 = 0.5 R0 : 

010102
0

2

2
0

102
1

2
0

1 4
25.0

1

5.0 R

R

R

R .

 ( ,
n):

n1 = 4 n0.

n0 = 120 / ,
n1 = (4) (120) = 480 / .

.2



34-1

34. .

M1 ( .1) -

. ,

dr. dA 

- P

dr:

dA = P dr   .               (1) 

– dA=P.dr.cos .. -

.

,

.

 (1) 

.

dr

,  d =0.

z , y, z , 

dr dx, dy, dz:

dA = Px dx + Py dy + Pz dz . (2)

 ( .2),

ds

,

    dA =  P  ds .                                                     (3) 

 (1), (2), (3) 

 — , .

R = P1 + P2 …+Pi …+Pn

.1

.2



34-2

 - dr. K

 (1), :

R dr= P1 dr+ P2 dr +…+Pi dr +…+Pn dr   , 

dA = dA1+ dA2 +…+  dAi +…+  dAn              ,

:

.

,

,  ( . 1, . 34-1), 

 (1), (2)  (3).  (

) :

       
B

A

B

A

B

A

B

A

dsPPdrdAA dzPzdyPydxPx                     (4) 

.

,  1 

, , . . 1 J = 1 

Nm.

,  ( . 1) 

,

. 1

,

. , ,

,

,  —  z, 

1.  = - z.

 N/m. 

 2 

dA = P dz = -c z dz. 

. 1 . 2

       

                            
2

1

2

1

2

1 22

)(

2

22

12

2M

M

z

z

z

z

chzz
c

z
czdzcdAA  ,                  (6)

. 1 



34-3

h . ,

,

,
2

2ch
A > 0. 

 (6), 

.

,

.

,

.

.

( . 1) 

G.

 z, 

. -

-

 2 (

) :

dA = -G dz 

(

).

-

 4 

2

1

2

1

)()( 2112

M

M

z

z

GHzzGzzGdzGdAA  .               (5) 

,  z1>z2 (

).  ( )

.

 (5) ,

,  (z1)  (z2)

. , , .

.

.

, ,

- .

. 1 



34-4

N ,

:

vP
dt

dr
P

dt

dA
N .  ,  (7)  

. .

.

,

N = P.v = Px.vx + Py.vy  +Pz.vz ,  (8) 

Px , Py , Pz , vx ,vy  vz 

.

 (W) : 1 W = 1 J/s. 

 (7) , A = N.t, 

 [Ws], [Wh] [kWh].

v

,

                                      
2

2mv
E   .                                                                       (9) 

, :

.

m a = P         (  - ,
dt

dv
a - , - ),

 v : 

m
dt

dv
v = P v , m v dv  = P v dt  .         (10) 

, :

1. d(v
2
) = 2 v dv,

2
v

2v
ddv     

2
 vm

2mv
ddv

2.
dt

dr
v , P v dt = dAPdrdt

dt

dr
P      ( dA 

).



34-5

 (10), 

:

dA
mv

d
2

2

 .                                                       (11) 

.1 .2 , :

                         
2

1

2

1

2

2

.T

.T

.T

.T

dA
mv

d  ,        
12

2

1

2

2

22
A

mvmv
                           

(v1-  1,  v2 -  2, 12 - 

, .1 .2),

. .

, .

:

1

:

 ( .1). -

=0.1.

-

-

, -

L .

:

,

 1. ,

,

 2. 

. 1



34-6

,

.

:

1212
,

2

1 12,

, .

, , 2,

1 12, .

2

2mv
,

2

2

2
2

mv

2

2

1
1

mv

(v ).

 - 

G,

 R 

( .2).

12

:

-  AG

-

L = Lcos( ),

 ( ,

).

 - 

 ( ) S  - 

N ( .3).

S , ,

.

,    

.2

.3



34-7

mgmgGLAG
2

1
2)60cos( .

- R

,

.  : 

00.2.)90cos( RRLAR .

-

= N.

N .3 N = G sin(60
o
)

m g 0.866. :

 = N = 0.1 m g 0.866  0.087 m g.

, , :

= -  L = - (0.087mg) (2) = -  0.174 mg.

,

:

12 = AG + R +  = mg + 0 - 0.174  mg = 0.836 mg. 

, :

1212

:

2

2

2
2

mv

2

2

1
1

mv
.

,

mg
mvmv

836.0
22

2

1

2

2 .

,  (

), ,

81.9836.00
2

2

2v
81.9836.020

2

2v ,

                                        4.162v

                                v   4.05 [m/s].  



34-8

2

:

=0.020 kg

 ( .1) =200 N/m.

h1=0.10 m. ,

, h2,

, -

.

:

 ( .2).

- 2

, -

. ,

" "

, .

, h1+h2 , 

.

- 1

,

. .

, h1.

-

,

 ( ).

 " ",

 (

).

:

1. V1

 - 1 ( .3):

0101 01

2

0

2

1

22

mvmv
 (v ).

. 1 

.2

.3



34-9

 - 

G .

,

:

JmghG 01962.01.081.902.01 .

: J
ch

A 1
2

1.0200

2

22

1 .

,

,

.

JAPG 98038.0101962.001 .

,

, V0 e :

98038.00
2

02.0
2

1v
038.98

2

1v

s

m
v 9.9038.981 .

2. h2

- 2 : 

02

2

0

2

2

22

mvmv

,

, ,

:

22221 1962.001962.01.01962.01.081.902.0 hhhhhmgG ,

Smirna Hristova
Rectangle



34-10 

J
ch

A 1
2

1.0200

2

22

1 ,

2201 01962.098038.0101962.001962.0 hhAPG .

,

,  e :

201962.098038.000 h ,

     mh 5
01962.0

98038.0
2 .



35-1 

35.

-

-

,

 ( .1):

mvq  , 

m , v

.

n

Q  ( .2):

n

i
iivmQ

1

.

i

iii Pam

( ,

).

*

iiii PPam .

,

* ( .3).

,

-

0
*

iP .

,

,

i
i

iii P
dt

dv
mam .

.1

.2

.3



35-2 

mi ,

, , R.

R
dt

vmd ii .

,

                                                  

Rvm
dt

d
ii

.

, :

R
dt

dQ ,

:

,

.

R=0, 0
dt

dQ Q=const.

.

1

:

,

=6kg  

V=4m/s.  

VK,

,

=1kg VC=30 m/s ( .1) . 

:

, .2, ,

 ( ),

, z ( ).

.

 (

) , (Gk)x=0 (G )x=0 ,

. 1 



35-3 

0
2

1

2

1

12

t

t
xc

t

t
xkxx

dtGdtGQQ .

(Q1)x ,

,

, V.

(Q1)x =  V.

(Q2)x ,

,

.

(Q2)x =  V  + c Vc . 

:

012 xx
QQ  (  V  + c Vc ) -  V = 0, 

 (

 -  = 6-1 = 5kg):

5 V  + (1)(30) = (6)(4), 5 V  = 24 - 30, 

smVk /2.1
5

6 .

,

 (  - ).

 30 m/s,  24  m/s , 

, -  24 m/s , 

, - (

).

. ,  - 

:

R
dt

dQ
dtPRdtdQ i ,

:

2

1

2

1

2

1

t

t
i

t

t
i

t

t

dtPdtPdQ
2

1

12

t

t
i dtPQQ .



35-4 

2

1

t

t
i dtP

i  Ii.

iIQQ 12
,

:

,

.

-

,
i
.

Q=McVc.

dt

dV
M

dt

dQ
C

C CC aMR .

:

,

, , ,

.

2

:

1=100kg 

.

2=70kg ( .1).

x1

,

, L=2[ ]

( .2).

:

,

 N, 

CCaMR

. 1 

.2



35-5 

CCaMN  . 

.

.  N e , .

x,CCaM0 .

dt

dv
x,c

x,c
a , ,

dt

dv x,c
0 constv x,c .

,

constv x,c
,

 - 0x,cv .

, =0.  

,

.

0
21

2211

mm

xmxm
xC

.

,
1

22
1

m

xm
x .

( .1). L=2[m],

1 2 ( .4, -

). 2 2=L-x1.

,

100

70140

100

270 11
1

xx
x 11 70140100 xx ,



35-6 

      

mx 82.0
170

140
1

.

,

.

,

,

.



36-1 

36.

,

 ( .1):

qrK M
O  . 

,

O

M
O

dt

Kd
,

,

.

,

i  ( .2):

i
O

i
O

Mi
O

dt

Kd * .

n

n

.

:

i
O

n

i

i
O

n

i

Mi
O

n

i dt

Kd *

111

.

.1

.2



36-2 

:

dt

dK
K

dt

d

dt

Kd O
n

i

Mi
O

Mi
O

n

i 11

,

,

0 .

 - 

i
O

n

i 1
0 . .

.

 - -

. 3 . 5 ( .3).

35 = 53 , 

. -

.

35 h = 53 h

35 = - 53 , 

35 + 53 =0 . 

,

:

0*

1

i
O

n

i

.

.3



36-3 

i
O

n

i

i
O

n

i

Mi
O

n

i dt

Kd *

111

,

O
O

dt

Kd
,

:

, , .

O
O

dt

Kd

,

.

,

,

z
z

y

y

x
x

dt

dK

dt

dK

dt

dK

,

, .

constK
dt

dK
x

x 0 ,

:

,

.

- ,

. ,

.  (

)

n ,



36-4 

hi z

Vi =  hi ( . i .4).

qi = miVi = mi  hi , 

Kiz = qi hi = mi  hi hi = mi  hi
2 . 

:

n

i
iiz hmK

1

2 .

,

:

n

i
iiz hmK

1

2 .

, ,

z:

n

i
iiz hmJ

1

2 .

Kz  =Jz  . 

,

z
z

z
z M

dt

Jd
M

dt

dK
.

Jz ,

:

zzzz MJM
dt

d
J

.4



36-5 

              
z

z

J

M
,

. .

.

,

,

1        

, ,

 ( .1).

,

. - -

, , -

.

,

-

 ( )

,

 ( .2).

z
z

z
z M

dt

Jd
M

dt

dK

zzzz MJM
dt

d
J

z

z

J

M
,

 - .

:

.1

.2



36-6 

dtd
dt

d

 -  ( )  ( ),

HKHK

t

t

t

t

ttdtd
K

H

K

H

.

 (tH=0), 

= 1= 2,

,  ( =0).  

- J1<J2,

z

z

J

M
, -

2< 1.

, :

HKHK
tt 11111

00 111 KH
t

1

1
1

H
Kt

HKHK
tt 22222

00 222 KH
t

2

2
2

H
Kt

1= 2 2< 1, ,

t2K > t1K

( - )

( 1)

,

,

. constK
dt

dK
x

x 0 ,



36-7 

:

,

.

:

2            ( . 197 [4]).       

,

,

-

, -

.

.

1, -

,

2

( .1).

.

.

, , ,

, ,

 ( .2)

.1

.2



36-8 

3

 Charles Yeung :

- ?

 : 

- ,

-

, ,

.

,

.

,

.

,

.

, ,

. - ,

- .

, ,

, ,

, . ,

,  (

).

- - ,

, - -

, . ,

, , ,

 ( .1). 

:  Loren Chang, Physics Undergrad Student, UC Irvine  

.1      



37-1

37.

, : "

". :

dA
mv

d
2

2

.

.  - 

i :

i
ii dA

vm
d

2

2

.

, :

n

i
i

n

i

ii dA
vm

d
11

2

2
    

n

i
i

n

i

ii dA
vm

d
11

2

2
.

, vmn

i

ii

1

2

2

.

n

i
idAd

1 .

, : "

".



37-2

 - t0 ( ) t1.

:

n

i
idAd

1

n

i
i

t

t

t

t

dAd
1

1

0

1

0

n

i
i

t

t

t

t

dAd
1

1

0

1

0

n

i
iA

1
01

:

.

,

,

, ,

, ,

, .

,

. -

 ( , )

:

 ( .1) t0

,

t1

S. ,

,

.

,

,

.

. .1



37-3

. ,

.

.

,
 1  3, ,

, ,  ( " 
(0) 

" t=t0

"
(1)

"  t=t1). 
n

i
iA

1

)0()1( .

1.  - 

, .

-  ( .2).

,

:

2

2
11

1

Vm
,

V1

.

- ,

.

-  .

,

 ( ).

,

- ,

( .3).

                   .2

.3



37-4

(i) , ,

V= R,

2
2

3
2

3
2

222
ii

iiii
i m

mVm
.

2
2

32
2

3
3

22
iiiii mm .

2
3 iimJ .

                             
2

2
33

3

J
.

-

, -

. ,

V2

( .4). , ,

,

2.

,

 - 

( )

( ) - 

.

:

22

2
22

2
22

2

JVm

,

V2

( ).

.4

.5



37-5

, i

, .

,

 ( G1, G2 G3,

N 2 3, .5),

.

-  G1,  G2

,

:

AG1 = G1.S ; AG2 = G2.S

- ,

 G2

 N . ,

,

. AG3 = 0 , AN = 0.

- 2 3.

,

 ( .6

).

,

. ,

roc ( .7)

i i , 

i= iroc . 

iococii prrpMM 3 .

3 , 

i S,

3

.6

.7

.8



37-6

roc. , S= 3roc ( .8).

ociii rpSpA 3 . ,

, .

iociM prAA 33 3Mpr ioc ,

333AM .

:

222AM .

S,

2 3

. ,

 ( .9),

,

S,

 ( )

Skn .

,

 - 

S.knnk1 . ,

21 rnk ,

r

nk1
2

r

S
2

.

.9 ,

,

Smkkn 22

, , ,

.9



37-7

3 .

, 2S,

R,

R

S2
3

.

,

Ai = AG1 + AG2  + AG3 +AN  + 2MA  + 3MA = G1.S + G2.S + 0 
2

r

S
3

2

R

S

                                         Ai = ( G1+ G2 r

2

R

32

) S . 

:

n

i
i

)()( A
1

01 (E1+E2+E3 )
(1)

 - (E1+E2+E3 )
(0)

 =  ( G1+ G2 r

2

R

32

) S.

,

. :

E1
(0)

 = 0
2

0

2

1

)0(2
11 mVm

, E2
(0)

 = 0
2

0

2

0

22

22

)0(2
22

)0(2
22 JmJVm

,

E3
(0)

 = 
0

2

0

2

3

02
33 JJ

)(

,

             (E1+E2+E3 )
(0)

 =  0+0+0= 0 .

(E1+E2+E3 )
(1)

 - 0  =  ( G1+ G2 r

2

R

32

) S . 

, ,



37-8

,

2

2
11 Vm

+ 22

2
22

2
22 JVm

+ 2

2
33J

=  ( G1+ G2 r

2

R

32

) S .

 ( ) ,

, .

, a

, V1
(1)

=?. 

,

,

. ,

, .

, , .

,

.

,

V2=Vo2=V1 ( .10).

,

,

. : rV 22
.

 (

V2),

: rV 21 ,

r

V1
2

.

.10



37-9

e
: ,

, . ,

.
,

, , .

. ,

. .

 ( .10),

. ( ):

2
2

2 222 Vr
r

V
rVm

12VVm

. ( .11).

,

:

Vp = Vm, 

 - ,

3:   
RV p 3 .

 ( Vp),

: RVm 3 ,

R

Vm
3

R

V1
3

2

.

.11



37-10 

,

                            

2

2
11Vm

+ 22

2
1

22
12 r

V
J

Vm

+ 2

2
2

1
3

R

V
J

=  ( G1+ G2 r

2

R

32

) S , 

V1
2 ( 1m + 2

2
2

r

J
m

+
2

34

R

J
 ) 

= 2  ( G1+ G2 r

2

R

32

) S         

            

2
3

2
2

21

32
21

1

2

R

J

r

J
mm

R

M

r

M
GGS

V .



40-1 

40.
1

-

,

.
,

,

 ( -
, ).

i
,

 ( .1).
,

. .P ,

. .    

,

                                     .i T ,

: P , W ;

 - , Nm .

 ( i  > 1)  ( i  < 1). 

( . . .) :

A

,

: , J ;  - , J .

    . .i

 ( i const )

 ( i const   - ) .

1
. , .”

”, -

. 1 



40-2 

: , ,
,  ( , -

). 
: ,

, . . .,
 ( , ), , , .

:
 ( , ),  ( , ).

:  ( ,
),  ( , ).

 (
– ), .

, - .
-

. i

1 2 3. . ....i i i i , 1i , 2i , 3i . .

.

. . . :

1 2 3. . ....  ,

1i , 2i , 3i . . . . . .

,
.

-
 ( . 2), -

.
,

, , , ,
 ( .3).

-

:
-

;
- ;
-

;
- . . .;  
-  ( )
- ; ,
- .

.2

.3

Smirna Hristova
Rectangle



40-3 

:

- ;

- ;

- ;

-

.

:
-  ( );

-  ( );

-  ( ).

,
, ,

.

:

-  – -

( .4 );

-  – , -

 ( .4 );

-  ( )  – 

 ( .4 );

-  – 

 ( .4 ). 

 1 

) )

) )

.4



40-4 

:

-  ( .5 ) ; 

-  ( .5 );

-  ( .5 ) .

:

-  ( .4);

-  ( .6 );

-  ( .6 ) – ,

 ( . . )

.

:

- ;

-

,

 ( .1).

, , , ,

,  (

).

 (

50 kW,  3000 kW), .

) )

. 6 

) ) )

. 5 

.1



40-5 

:

- ;

-
2
;

-  (

);

- ;

-

( );

- ;

:

- ;

- ;

- -  (

);

-  (1000 ÷ 5000 );

- .

( .2)

1 2 2

2 1 1

1
.
1

d d
i

d d

:

1 1d -

;

2 2d -

;

0,01 0,02  - 

.

2 :

-  5  30 m s  (  100 m s ;

-  25 ÷ 30 m s .

.2



40-6 

tF

.S
e

S ,

:    S S

( tS S F );

2,71e  - ;

 - ;

 -  ( .2), rad.

.

, ,

S .

- .

, .

.

..



40-7 

,

,

 ( .1).

.2 .

-

:

-  – 

, , - -

, .;

-  – -

;

-  – ,

.

.3 -

.

:

- - . . . (0,94 – 0,98); 

- - ;

-  – 

     ;

- - .

.1

                                                      .2

.3



40-8 

:

- - ;

-  –  6 m s ,    

 12 m s  ( -

);

- ;

- - - .

 7÷10 

1 2

2 1

z
i

z
,

 z1 e ,  z2 -

.

,

. -

-

 (

).



. " "
,

:

1. . , . . , .,1994 
2. . , . . , ., 1993 

.

3. . , . . , .,1974 
4. . . .

, ., 1957    

.

5. . .   . , 1980, 
6. . , .

, - , . , 1988, 

,
.




	19. Усукване
	20. Якост на материалите при променливи напрежения
	24. Съдове под налягане
	25. Устойчивост на натиснати пръти до и след границата на пропорционалност
	26. Кинематика на точка
	28. Кинематика на тяло. Транслационно и ротационно движение
	29. Кинематика на равнинно движение на тяло.
	30. Сферично и общо движение на тяло.
	31. Кинематика на съставно движение на точка.
	32. Основно уравнение на динамиката на материална точка. Принцип на Даламбер.
	33. Теорема за количеството на движението на материална точка.
	34. Работа и мощност. Теорема за кинетичната енергия на точка.
	35. Теорема за количеството на движението на материална система
	36. Теорема за кинетичния момент на материална система
	37. Теорема за кинетичната енергия на механична система.
	40. Предавки
	Литература

		2008-03-27T08:02:50+0200
	Vesselin Iliev
	I am the author of this document




